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РЕЗЮМЕ

Цель  – разработать модели для численного моделирования диаметров и длин сегментов бифуркаций  – 
структурных единиц внутрипочечного артериального русла (ВАР).

Материалы и методы. Исследование основано на ранее полученных морфометрических данных о струк-
туре 9 642 артериальных бифуркаций (АБ) 60 коррозионных препаратов ВАР. Артериальная бифуркация – 
участок ВАР, состоящий из проксимального артериального сегмента (АС) (D), двух дистальных АС (с 
большей (dmax) и меньшей (dmin) величиной внутреннего диаметра) и точки ветвления. Для численного моде-
лирования диаметров (АС) использовали регрессионные модели, для моделирования длин АС – графовую 
нейронную сеть внимания (GAT).

Результаты. Разработаны модели, которые демонстрируют высокую точность прогнозирования: для 
диаметров АС с dmax обучающий набор достиг значения R2 = 0,89, для АС с dmin – R2 = 0,8. Для длины АС 
с dmax обучающий набор достигал значения R2 = 0,75, а тестовый набор – R2 = 0,74; для длины АС с  dmin 
обучающий набор достиг значения R2 = 0,77, а тестовый набор – R2 = 0,73. 

Заключение. Предложенные модели могут быть использованы для численного моделирования структуры 
ВАР и оценки адекватности почечного кровоснабжения. 
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ABSTRACT
The aim was to develop models for numerical modeling of the diameters and lengths of bifurcation segments, 
structural units of the intrarenal arterial bed (IAB). 

Materials and methods. The study is based on previously obtained morphometric data on the structure of 9,642 
arterial bifurcations (AB) of 60 corrosion casts of the IAB. AB is a section of the IAB consisting of a proximal 
arterial segment (AS) (D), two distal AS (with a larger (dmax) and smaller (dmin) internal diameter) and a branching 
point. Regression models were used for numerical modeling of the AS diameters, while a graph attention network 
(GAT) was used for the lengths of AS. 

Results. The developed models demonstrate high prediction accuracy: for AS diameters with a larger value (dmax), 
the training set reached an R2 value of 0.89, for AS with a smaller value (dmin) – R2 = 0.8. For the length of the AS 
with a larger diameter, the training set reached an R2  value of 0.75, and the test set reached an R2 value of 0.74; for 
the length of the AS with a smaller diameter, the training set reached an R2 value of 0.77, and the test set reached 
an R2 value of 0.73. 

Conclusion. The proposed models can be used for numerical modeling of the IAB structure and assessment of the 
adequacy of renal blood supply.
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__________________________

ВВЕДЕНИЕ

Распространенность заболеваний почек неуклон-
но увеличивается с каждым годом [1–3]. В последнее 
время концепция 4P – персонализация, прогнозиро-
вание, профилактика и участие (participation) – при-
обретает все более важное значение для современ-
ной медицины, в том числе и для борьбы с почечной 
патологией [4]. Современные цифровые технологии 
визуализации in vivo предлагают новые возможности 
для диагностики [5, 6]; прогнозирования результатов 
ангиопластики [7]; решения педагогических задач, 
связанных с анатомией и патологией внутрипочеч-
ного артериального русла (ВАР) [8, 9]. Несмотря на 
большое количество работ, эти проблемы остаются 
нерешенными, что, по нашему мнению, во многом 
связано с отсутствием цифровой модели, адекватно 
описывающей структуру ВАР. 

Ранее предпринимались попытки численного 
моделирования и создания цифровой модели ВАР, 
описывающей ее структуру как фрактальную систе-
му, состоящую из артериальных бифуркаций (АБ), 
в состав которой входят материнский (D) и два до-
черних артериальных сегмента (АС): с большим 
(dmax) и меньшим (dmin) внутренними диаметрами. 
Впервые этот вопрос был рассмотрен в докторской 
диссертации немецкого анатома и эмбриолога Виль-
гельма Ру (Wilhelm Roux) [10]. На основании своих 
наблюдений он пришел к выводу, что структура АБ 
напоминает форму струи жидкости, вытекающей из 
отверстия трубки. Он первым установил связь меж-
ду углом ветвления АБ и диаметрами просветов ма-
теринского и его дочерних АС [10]. Впоследствии 
этот вопрос изучали С.Д. Мюррей [11], Х.Б.М. Уй-
лингс [12], М. Кретовски М. и соавт. [13], Ф.  Кас-
со и соавт. [14], П. Бланко и соавт. [15], Т. Фредрих 

Бюллетень сибирской медицины. Бюллетень сибирской медицины. 2026; 25 (2)2026; 25 (2): : 21–3121–31

Зенин О.К., Горбаченко В.И., Грибков Д.Н. и др. Математическое моделирование структуры внутрипочечного артериального



23

Оригинальные  статьи

и соавт. [16], Ф.М. Кашкули и соавт. [17] и П. Ли  
и соавт. [18]. 

Тем не менее адекватное количественное (циф-
ровое) описание ВАР остается нерешенной задачей 
по двум основным причинам: во-первых, русло ох-
ватывает широкий диапазон масштабов диаметров 
АС – от нескольких микрометров до нескольких 
миллиметров [19], что незаслуженно игнорируется 
большинством авторов; во-вторых, сложность визу-
ализации и получения надежных сведений о длинах 
АС, что крайне необходимо для их численного мо-
делирования.

Цель статьи: разработать модели для численного 
моделирования диаметров и длин сегментов бифур-
каций – структурных единиц ВАР.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Материалом для исследования служили ранее 

полученные результаты морфометрии 60 коррозион-
ных препаратов ВАР [20]. Эта технология позволяет 
измерять АС с внутренним диаметром от 0,1 мм с 
точностью 0,01 мм. ВАР рассматривали как фрак-
тальную систему, состоящую из взаимосвязанных 
АБ (рис. 1, а, b).

Рис. 1. Схема ВАР как фрактальной системы: а – схема АБ ВАР; b – графическое представление протокола; 1 – в узлах 
графа указаны уникальные номера, а ребра – длины АС. D  – диаметр проксимального сегмента; dmax– диаметр дистального 
сегмента с большим значением; dmin – диаметр дистального сегмента с меньшим значением; L – длина проксимального сег-
мента; lmax – длина дистального сегмента с большим диаметром; lmin – длина дистального сегмента с меньшим диаметром; 
αmax – угол ветвления между дистальным сегментом с большим диаметром и проксимальным сегментом; αmin – угол ветвле-

ния между дистальным сегментом с меньшим диаметром и проксимальным сегментом

а                                                                        b

В исследование были включены 9 642 АБ ВАР, 
расположенные на 22 уровнях деления (i) 60 корро-
зионных препаратов ВАР. Артериальные бифуркации 
были разделены: на две группы по половому признаку 
– принадлежащие ВАР мужчин или женщин; две воз-
растные группы – принадлежащие ВАР лиц 2-го пери-
ода среднего возраста (мужчины от 36 до 60 лет, жен-
щины от 36 до 55 лет) и пожилого возраста (мужчины 
от 61 до 75 лет, женщины от 56 до 75 лет) (Классифи-
кация АПН СССР (1965)); а также на АБ, принадлежа-
щие коррозионным препаратам ВАР левой и правой 
почки. Предыдущие исследования говорят о морфоло-
гических отличиях артериального русла почек у лиц 
разного пола [21], а также левой и правой почки [22].

Для численного описания такой структуры ис-
пользовали следующие показатели: i – порядковый 
номер уровня деления  – новообразованного ряда 
АС; D – диаметр материнского проксимального АС, 
находящегося на исходном уровне деления; dmax – 
диаметр дочернего дистального АС с большим зна-

чением; dmin – диаметр дочернего дистального АС  
с меньшим значением; L – длина материнского прок-
симального АС, находящегося на исходном уровне 
деления расстояние между ближайшими точками 
разветвления; lmax – длина дочернего дистального АС 
с большим диаметром; lmin – длина дочернего дис-
тального АС с меньшим диаметром.

Для диаметров сегментов АБ ВАР были произ-
ведены расчеты и сравнения нескольких вариантов 
моделей регрессии. Формальное описание модели 
в статистике предполагает наличие наблюдений   – 
совокупности всех измеренных пар признаков – 
отклик, выражающимися в виде { }( 1)

( , ) n
i i i

y
=

x , где 
вектор наблюдения xi – это один элемент выборки. 
В нашем случае   это одна строка имеющейся базы 
данных [20], где i – индекс наблюдения, xi – значение 
предиктора (признака) для i‑го наблюдения, yi – зна-
чение отклика для данного наблюдения.

При применении модели простой линейной ре-
грессии вектор наблюдения содержит только один 
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элемент xi. С математической точки зрения простая 
линейная регрессия имеет вид yi = α + β xi + εi, где 
α – интерцепт (свободный член), общий для всех на-
блюдений, который не зависит от x; β – коэффициент 
наклона, описывающий, как в среднем меняется y 
при изменении x на одну единицу, предполагается, 
что связь линейная (прямая); εi – случайная ошибка 
(шум), т.е. часть вариации y, не объясненная линей-
ной зависимостью. 

Задача регрессии решалась методом наименьших 
квадратов. Точность каждого предсказанного значе-
ния измеряется квадратом его остатка (вертикальным 
расстоянием между точкой набора данных и постро-
енной линией), а цель метода наименьших квадратов 
состоит в том, чтобы свести сумму этих квадратов 
отклонений к минимуму. В случае простой линейно 
регрессии метод наименьших квадратов приводит к 
системе двух линейных уравнений, решением кото-
рых являются коэффициенты α и β.

Также применялась множественная линейная 
регрессия, отличающаяся использованием вместо  
вектора признаков xi = [xi1 xi2 … xip]

T для p признаков. 

Тогда уравнение регрессии имеет вид 
0

p

i j ji
j

y a x
=

=∑ , 

где x01 = 1. В матричной форме уравнение регрессии 
имеет вид Xa = y, где y = [y1 y2 … yn]

T – вектор значе-
ний зависимой переменной, T – символ транспони-
рования, a = [a 1 a 2, …, ak]

T – вектор коэффициентов 
регрессии,

1 x11 ... x1k

1 x21 ... x2k

 ⁝  ⁝       ⁝

1 xn1 ... xnk

Х = 

– матрица независимых переменных (матрица плана).
В современных библиотеках уравнение регрес-

сии решается методом сингулярного разложения, а 
не методом наименьших квадратов.

Кроме того, была предпринята попытка использо-
вания полиномиальной регрессии степени 2 и 3. Она 
представляет собой линейную модель в простран-
стве расширенных базисных признаков, полученных 
путем возведения исходных переменных в степени 
и перемножения их между собой. С математической 
точки зрения общий вид полиноминальной регрес-
сии будет представляться в виде записи y = β0 + β1x + 
+ β2x

2 + … + βnx
n + ε, где y – зависимая переменная 

отклик, βn – неизвестные члены, ε – шум, n – степень 
полинома. В общей матричной форме  =  + , 
решение:  = (XTX)–1XT .

Для регрессионного моделирования диаметров 
исходные данные были разбиты в пропорции трени-

ровочные: 7 710, тестовые: 1 930 (80 и 20% от всего 
набора соответственно). В простом линейном регрес-
сионном подходе в качестве единственного предик-
тора использовался диаметр родительского сегмента. 
Для всех остальных моделей использовали полный 
набор признаков, включавший в себя диаметр роди-
тельского сосуда, пол, возраст и уровень деления.

Для проверки качества результатов были вы-
браны следующие метрики. R2 – коэффициент де-
терминации: близко к 1 – модель почти полностью 
объясняет вариацию, 0 – модель не лучше среднего, 
меньше 0 – модель хуже, чем простое предсказа-
ние среднего. Формула состоит из отношения сум-
мы квадратов остатков и общей суммы квадратов, 
вычтенных из единицы:

 
2

2 1
2

1

ˆ( )
1

( )

n
i ii

n
ii

y y
R

y y
=

=

−
= −

−
∑
∑

, 

где iy   – фактические значения, ˆiy  – предсказанные 

значения, 
1

1 n
ii

y y
n =

= ∑  – среднее значение наблю-
даемых данных.

 Для оценки точности прогнозирования приме-
нялись метрики RMSE и MAE. RMSE – это корень 
квадратный из среднеквадратичной ошибки, измеря-
ется в тех же единицах, что и целевая переменная. 
Формула:

2
1

1 ˆ( )n
i ii

RMSE y y
n =

= −∑ , 

где n – количество наблюдений, ˆiy  – прогнозируе-
мое значение.  MAE – средняя абсолютная ошибка, 
менее чувствительная к выбросам, чем RMSE: 

1

1 ˆn
i ii

MAE y y
n =

= −∑ .

Модели реализованы на языке Python версии 
3.11.11 в программной среде Ubuntu 24.04 с исполь-
зованием библиотеки scikit-learn версии 1.7.2. Визу-
ализация прогнозов выполнена с помощью библио-
теки matplotlib версии 3.10.6. Для прогнозирования 
lmax и lmin были использованы те же модели линейной 
регрессии, что и для dmax и dmin. Единственное изме-
нение для простой линейной регрессии – исследова-
лась зависимость дочерних длин от единственного 
предиктора L – длины сосуда, а для множественной 
регрессии и полиноминальной регрессии набор при-
знаков расширился параметрами  для dmax и dmin.

РЕЗУЛЬТАТЫ 
Математическое моделирование АБ как струк-

турного элемента фрактальной системы ВАР яв-
ляется непростой задачей. Для построения точной 
цифровой модели АБ были одновременно решены 
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четыре задачи. А именно определены: 1) диаметры 
dmax дистальных АС с большими значениями; 2) диа-
метры dmin дистальных АС с меньшими значениями; 
3) длины lmax дистальных АС с большими диаметра-

ми; 4) длины lmin дистальных АС с меньшими диаме-
трами. 

Результаты вычислений для dmax и dmin представле-
ны в табл. 1 и на рис. 2, а.

Т а б л и ц а  1

Показатели качества моделей для предсказания dmax  и dmin 

Модель/метрики
Предсказание dmax Предсказание dmin

R2 RMSE, мм MAE, мм R2 RMSE, мм MAE, мм
Линейная регрессия 0,87 0,21 0,15 0,78 0,22 0,15
Множественная линейная регрессия 0,87 0,21 0,15 0,78 0,21 0,14
Полиномиальная 2-й степени регрессия 0,88 0,20 0,15 0,78 0,21 0,14
Полиномиальная 3-й степени регрессия 0,83 0,24 0,17 0,75 0,23 0,16
____________
Примечание .  Здесь и в табл. 2, 3: dmax  – диаметр дочернего дистального АС с большим значением; dmin  – диаметр 
дочернего дистального АС с меньшим значением; R2 – коэффициент детерминации; RMSE – корень квадратный из сред-
неквадратичной ошибки; MAE – средняя абсолютная ошибка.

Как следует из приведенного (см. табл. 1 и рис.  
2, а), все модели показывают хорошие результаты 
(R2 ≥ 0,70). Лучшие результаты показывают оба ва-
рианта линейной регрессии и полиноминальной ре-
грессии второй степени. Модели полиномиальной 
регрессии третьей степени переобучаются: R2 падает 
до 0,83 (для dmax) и 0,75 (для dmin), а RMSE возрастает 
примерно на 10–15% (табл. 1).

Рис. 2. Графики предсказанные/ис-
тинные для: a – простой линейной ре-
грессии для dmax и dmin уравнения связи:  
dmax = – 0,080 + 0,808D . (R2 = 0,87) и 
dmin = –0,057 + 0,612D (R2 = 0,77); b – 
графовая нейронная сеть внимания 
GAT для lmax и lmin: коэффициент де-
терминации для lmax – R2 = 0,77 и lmin –  

R2 = 0,70

Результаты вычислений для для lmax и lmin пред-
ставлены в табл. 2.

Результаты регрессионного анализа показывают, 
что для простой линейной регрессии зависимость 
слишком сложная для обнаружения. По мере усиле-
ния архитектуры регрессий результаты улучшаются, 
но даже для полиноминальной регрессии второй и 
третьей степени результаты R2 не превышают 58%. 
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В связи с этим предлагается использовать ней-
ронные сети, которые могут аппроксимировать про-
извольно сложные функции [23] и улавливать скры-
тые зависимости между переменными, недоступные 
стандартным регрессорам [24].

Это явилось предпосылкой использования ней-
росетевого подхода для решения данных задач. 
Первой использованной архитектурой была основа 
и прародитель всех других сетей – многослойный 
персептрон [24]. Преимуществами многослойного 
персептрона являются простота реализации, быстрое 
обучение и легкое встраивание в рабочий пайплайн 
(так же, как и в регрессорах). Основным недостатком 
является отсутствие учета структуры входящих дан-
ных (к примеру, временная или графовая). 

Основная идея многослойного персептрона  – 
каждый нейрон слоя l соединен со всеми нейронами 
предыдущего слоя l – 1. Такая связь задает линейное 
преобразование, за которым обычно следует нели-
нейная активация, что с математической точки зре-
ния можно представить как z(l) = W(l)a(l–1) + b(l), a(l) = 
f(z(l)), где W(l) – матрица весов слоя l, b(l) – вектор сме-
щения слоя l, f(z(l)) – нелинейная функция активации 
(ReLU, tanh, sigmoid и др.), a(l–1) – вектор активации 
предыдущего слоя, a(l) – вектор активации текущего 
слоя. Обучение MLP реализовано с помощью алго-
ритма обратного распространения ошибки, который 
вычисляет градиенты функции потерь по параметрам 
сети. Оптимизация параметров проводится метода-
ми стохастического градиентного спуска или его со-
временными адаптивными вариантами, такими как 
Adam. Выбор функции потерь зависит от решаемой 
задачи, для регрессии часто используется MSE.

Следующий архитектурой была выбрана рекур-
рентная нейронная сеть LSTM [25] – сеть длитель-
ной кратковременной памяти. Выбор обусловлен 
тем, что сегменты сосудистой системы представле-
ны в виде последовательностей, характеристики ко-
торых потенциально может прогнозировать LSTM. 
Главным достоинством LSTM является сохранение 
длительной зависимости в памяти и устойчивость 

к исчезающему градиенту (в отличие от обычных 
рекуррентных сетей). В применение к сосудистой 
структуре каждый отдельный сегмент АБ можно 
представить как временной ряд, где из большего со-
суда вырастает дочерний сосуд, и т.д. В моделиро-
вании сосудистого русла аналогом шага временного 
ряда выступает уровень деления сосудистого русла. 

 В качестве недостатков LSTM следует отменить 
трудоемкость обучения и ограничение в распаралле-
ливании. Основным преимуществом LSTM является 
способность эффективно запоминать информацию 
на протяжении многих шагов, решая проблему зату-
хания градиента. Это позволяет сети выявлять дол-
госрочные зависимости в данных, что невозможно 
для обычных рекуррентных сетей. Это достигается 
за счет введения ячейки памяти, передающей инфор-
мацию по шагам, и трех управляющих шлюзов, ре-
гулирующих поток информации. Шлюзы представ-
ляют собой полносвязные слои с сигмоидальными 
функциями активации, выдающими значения близ-
кие к 0 («закрыт») и к 1 («открыт»).

На шаге t компоненты LSTM работают следую-
щим образом. Шлюз забывания (Forget Gate) ft опре-
деляет, какую долю информации из предыдущего 
состояния ячейки 1tc −  необходимо «забыть». Шлюз 
забывания описывается выражением ft σ(Wf [ht–1, xt] 
+ bf, где [ht–1, xt] – конкатенация предыдущего скры-
того состояния ht–1 и текущего входа xt, bf – вектор 
смещений. Шлюз входа (Input Gate) it = σ(Wi [ht–1, 
xt] + bi решает, какую часть новой информации об-
новить, а кандидат на обновление (Candidate Value) 
создает новые значения-кандидаты, которые могут 
быть добавлены в ячейку ĉt = tanh (Wĉ[ht-1, xt] + bĉ). 
Обновление состояния ячейки (Cell State Update) 
производится путем комбинации забывания старой 
информации и добавления новой сt = ft  ct–1 + it  ĉt,   
где символ  обозначает поэлементное умножение. 
Старая информация умножается на «забывающий» 
коэффициент, а новая – на «входной». Выходной 
шлюз (Output Gate) решает, какая часть обновлен-
ного состояния ячейки (сt) будет использована для 

Т а б л и ц а  2

Показатели качества моделей для предсказания lmax  и lmin 

Модель/метрики
Предсказание lmax Предсказание lmin

R2 RMSE, мм MAE, мм R2 RMSE, мм MAE, мм
Линейная регрессия 0,55 1,43 0,93 0,42 1,48 0,88
Множественная линейная регрессия 0,57 1,40 0,90 0,51 1,35 0,86
Полиномиальная 2-й степени регрессия 0,58 1,38 0,85 0,55 1,31 0,79
Полиномиальная 3-й степени регрессия 0,56 1,41 0,85 0,56 1,30 0,77

____________
Примечание . Здесь и в табл. 3: lmax – длина дочернего дистального АС с большим диаметром; lmin – длина 
дочернего дистального АС с меньшим диаметром. 
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формирования выходного сигнала ot = σ(Wo [ht–1, xt] + 
bo. Новое скрытое состояние (Hidden State) формиру-
ется по формуле ht = ot 

ht = ot  tanh (сt).
Обучение LSTM, как и других рекуррентных 

сетей, происходит с помощью алгоритма обрат-
ного распространения ошибки во времени (Back-
Propagation Through Time, BPTT). Ключевой меха-
низм LSTM, аддитивное обновление состояния через 
шлюзы, позволяет распространяться градиентам не 
затухая. Это дает сети возможность запоминать ин-
формацию на большом количестве шагов, поскольку 
модель сама обучается решать, когда «открывать» 
или «закрывать» шлюзы.

Для сравнения с многослойным персептроном 
была избрана новая архитектура нейронных сетей, 
названной в честь Колмогорова – Арнольда KAN 
[26]. Архитектура сети KAN основана на теореме 
Колмогорова – Арнольда, утверждающей, что лю-
бую непрерывную функцию многих переменных 
можно представить как суперпозицию непрерывных 
функций одной переменной. Для входного вектора 
x = (x1 x2, …, xn) KAN, решающая задачу регрессии 
для прогноза диаметров сосудов, описывается выра-
жение

( )
2 1

1 1

n n

j ij i
j i

y x
+

= =

 = Φ ϕ 
 

∑ ∑ , 

где ijϕ  – B-сплайны (аппроксимирующие базисные 
функции), Фj – нелинейные функции выходного слоя 
(B-сплайны). Сеть имеет два слоя с активациями на 
ребрах, а не на узлах. В качестве функций активации 
используются B-сплайны с обучаемыми коэффици-
ентами. Основным преимуществом сетей Колмо-
горова – Арнольда является высокая точность при 
меньшем количестве параметров.

Поскольку АС составляющие АБ в системе ВАР 
можно представить в виде графа, то для прогнозиро-
вания диаметров сосудов предложено использовать 
графовые нейронные сети (GAT) [27]. Наилучшие 
результаты были получены при использовании гра-
фовых нейронных сетей внимания [28]. В работе 
для реализации графовой сети внимания использо-
вано специализированное расширение PyTorch для 
работы с графовыми нейронными сетями – PyTorch 
Geometric (PyG) [29]. 

Рассмотрим реализацию графовой нейронной 
сети внимания с учетом особенностей PyG. Граф на 
входе графовой нейронной сети представлялся дву-
мя матрицами: матрицей вершин и матрицей смеж-
ности. Матрица вершин представляет собой кон-
катенацию (объединение) векторов (эмбеддингов), 
описывающих вершины. С учетом бифуркаций дли-

ны дочерних сосудов представлялись в эмбеддин-
гах узлов, что позволило исключить матрицу ребер. 
Матрица смежности, как принято в теории графов, 
это бинарная матрица, в которой элемент (i, j) равен 
единице, если вершина i соединена с вершиной j. Так 
как матрица смежности является разреженной, то в 
PyG она представляется в виде массива ребер, содер-
жащего индексы ребер графа.

 Графовая многоголовая сеть внимания (Multi-
Head Graph Attention Network) – это архитектура 
графовых нейронных сетей, в которой каждый узел 
графа обучается динамически взвешивать важность 
своих соседей одновременно в нескольких незави-
симых проекциях пространства признаков («головах 
внимания»). Многоголовое внимание использует К  
независимых механизмов внимания («голов») парал-
лельно для повышения стабильности и выразительно-
сти. Каждая голова k имеет собственные обучаемые 
матрицу весовых коэффициентов Wk размером f × f, 
где f – размерность эмбеддингов узлов на входе слоя, 
и обучаемую матрицу внимания att

kA  размером n × n, 
где n – количество узлов графа. Структура матрицы 
внимания совпадает со структурой матрицы смежно-
сти графа, но элементы матрицы смежности являются 
постоянными, равными 0 или 1, а элементы матрицы 
внимания – обучаемыми и учитывают различную сте-
пень влияния соседних узлов. Каждая голова внима-
ния выполняет следующие операции (в PyG операции 
векторизованы и выполняются параллельно):

– линейное преобразование Hk = XWk  для k = 1, 
K, где X – матрица входных эмбеддингов слоя раз-
мером n × f;

– вычисление матриц внимания att
kA ;

– агрегация att
k k kA=Z H  для k = 1, ... , K .

Результаты работы всех голов объединяются. 
Для скрытых слоев используется конкатенация X' = 
Concat [σ(Z1), σ(Z2), .., σ(ZK)], где  σ – функция акти-
вации, обычно ReLU. Размерность выхода слоя сети 
при этом увеличивается n × (K . f) . В входном слое 
используется усреднение

1

1 ( )
K

k

kK =

′ = σ∑X Z  

и размерность выхода сети становится равной раз-
мерности входного массива эмбеддингов. Так как 
решается задача регрессии, то в выходном слое ис-
пользуется линейная функция активации.

Эмбеддинги узлов одного слоя многоголовой гра-
фовой сети внимания учитывают свойства соседних 
узлов. Область восприятия (как далеко распростра-
няется влияние) контролируется количеством слоев 
сети. Графовая сеть с m слоями будет агрегировать 
информацию от узлов на расстоянии до m переходов.
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Для реализации нейронных сетей сетей к выше-
указанной информации добавляется использование 
библиотеки cuda версии 12.8 вместе с библиоте-
кой PyTorch для реализации нейросетей на python 
версии 2.7.0. Для реализации KAN использовалась 
библиотека Pycan версии 0.0.2. В связи с ограниче-
ниями данной библиотеки обучение KAN было вы-
полнено на CPU также с использованием библиотеки 
PyTorch. Для реализации графовой модели GAT ис-
пользовалась библиотека PyTorch‑Geometric версии 
2.6.1 [29].

Каждая из четырех нейронных сетей была обуче-
на на идентичном Data Set. Все сети использовали 
единый набор признаков: диаметр родителя, диаметр 
дочернего большего и меньшего АС, длина роди-
тельского АС, пол, возраст и уровень деления. Иско-
мыми данными были длины дочерних АС: большего 
и меньшего. Для каждой из обучаемой сети был ис-
пользован оптимизатор Adam и валидация по MSE 
для ранней остановки, что предотвращает переобу-
чение на тренировочном наборе. MLP представлен 
из одного скрытого слоя размерностью 128 с функ-
цией активации ReLU, learning rate = 0,0005. LSTM 
представлена из четырех слоев, скрытых нейронов – 
1 024, на выходе линейный слой для сжатия выход-
ных данных в 1 нейрон, learning rate = 0,005. KAN 
состоит из двух скрытых слоев по два нейрона в 
каждом, размер сетки (количества «узлов» в ка-
ждой функции) равен 5, диапазон сетки от –5 до 5, 
learning rate = 0,01. GAT представлена двумя сло-
ями с 1 024 нейронами, одной головой внимания, 
learning rate = 0,001, угасание весов (L2 регуляри-
зация) – 0,00001.

Графовые модели (GAT) демонстрируют наилуч-
шее качество предсказаний как для максимальной 
длины АС ВАР (lmax)  так и для минимальной (lmin). 
Это подтверждает идею о том, что взаимосвязи меж-
ду отдельными АС играют ключевую роль в оцен-
ке морфологии сосудистой системы: на превосхо-
дит все остальные модели по всем метрикам; для 
GAT сохраняет лучшую способность к объяснению  
(R2 = 0,70) и самый низкий MAE, но ее RMSE  
(1,46 мм) несколько выше, чем у MLP. Это может 
указывать на то, что при предсказании меньших 
длин (lmin) модель более чувствительна к «выбросам» 
в данных, тогда как MLP более стабилен в среднем; 
слабые результаты LSTM свидетельствуют о том, 
что в текущем наборе данных нет явно выраженной 
последовательной структуры, которую могла бы ис-
пользовать рекуррентная архитектура.

Нейронные сети используют нелинейные пре-
образования, которые невозможно записать в виде 
фиксированных аналитических формул без полного 
раскрытия всех весов и смещений. Поэтому в статье 
представлено структурное описание моделей, их ги-
перпараметров и результаты, что полностью отвечает 
требованиям научной публикации и позволяет вос-
произвести эксперимент. В нейронных сетях пред-
сказание представляет собой последовательность 
матричных умножений и нелинейных функций акти-
вации с огромным числом параметров (весов и сме-
щений). Записать их в виде нескольких формул бес-
смысленно; вместо этого публикуются архитектура, 
гиперпараметры и результаты метрик, что позволяет 
другим исследователям воспроизвести модель.

Результаты представлены в табл. 3 и на рис. 2, b.

Т а б л и ц а  3

Результаты обучения нейронных сетей lmax и lmin

Модель/метрики
Предсказание lmax Предсказание lmin

R2 RMSE, мм MAE, мм R2 RMSE, мм MAE, мм
Нейронная сеть MLP 0,61 1,32 0,79 0,61 1,21 0,73
Нейронная сеть LSTM 0,43 1,59 0,95 0,34 1,51 0,93
Нейронная сеть KAN 0,63 1,28 0,78 0,55 1,29 0,77
Нейронная сеть GAT 0,77 1,11 0,56 0,70 1,45 0,66

ОБСУЖДЕНИЕ

Две модели были обучены находить диаметры до-
черних АС с большим и меньшим значениями. Для 
практической реализации можно использовать про-
стые уравнения линейной регрессии: dmax = –0,080 +  
+ 0,808 D(R2 = 0,87) и dmin = –0,057 + 0,612 D(R2 = 
0,77) (см. рис. 2, а). Две модели были обучены нахо-
дить длину АС с бо́льшим и меньшим диаметрами, 
обе из которых решают задачу регрессии (см. рис. 

2, b). Обучение использовало признаки, которые 
были явно известны или могли быть точно рассчита-
ны, включая следующие: текущий диаметр АС; ди-
аметры АС с большими значениями; диаметры АС 
с меньшими значениями; уровень деления (i); пол; 
возрастная группа; текущая длина АС. 

Исследования показали, что использование поло-
жения почки (т.е. правая или левая) ухудшает силу 
предсказания моделей. Использование длин АС с 
большими и меньшими значениями диаметров увели-
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чивает точность прогнозирования модели, но эти ха-
рактеристики нельзя использовать из-за их неопреде-
ленности при прогнозировании длин дистальных АС. 

В результате экспериментов лучшим оказалась 
графовая сеть, состоящая из двух слоев GAT и 
двух голов внимания, реализованная в библиотеке 
PyTorch Geometric [29–31]. Лучшие результаты по-
казал оптимизатор Adam [32] с параметрами learning 
rate = 0,001 и weight_decay = 0,00001. Переобучение 
контролировали путем мониторинга значений  для 
тестовой выборки – при отсутствии улучшения пока-
зателя  на дельту 0,01 в течении 100 эпох – обучение 
прекращали. 

Для точного моделирования геометрии ВАР необ-
ходимо объединить разработанные модели нейрон-
ной сети для определения дистальных АС с макси-
мальным и минимальным диаметрами. Результаты 
тестирования программы представляли в виде ме-
трик качества обучения модели. Для оценки качества 
использовали коэффициент детерминации R2. Для 
длины дистального сегмента с большим диаметром 
обучающий набор достиг значения R2 = 0,75, а те-
стовый набор достиг значения R2 = 0,74. В качестве 
функции потерь использовали функцию среднеква-
дратической ошибки.

Аналогичные метрики и функции потерь исполь-
зовали для длины дистального сегмента с моделью 
расчета меньшего диаметра. Обучающий набор до-
стиг значения R2 = 0,77, а тестовый набор достиг 
значения R2 = 0,73. Результаты нашего исследова-
ния подтверждают, что использование GNN для мо-
делирования АБ ВАР является многообещающим 
подходом. В частности, применение GAT продемон-
стрировало высокую точность прогнозирования, что 
согласуется с другими исследованиями в области 
моделирования сосудистой структуры [33, 34]. 

Полученные результаты совпадают с результата-
ми предыдущих исследований, таких как исследова-
ния П. Бланко и соавт., которые показали, что циф-
ровые модели и компьютерное моделирование могут 
точно описывать сосудистые русла. Однако, в отли-
чие от этих работ, данное исследование сосредоточе-
но на нейронных сетях, что позволяет рассматривать 
более сложные взаимосвязи между параметрами АС 
входящих в состав АБ. Более того, нейросетевой под-
ход позволил впервые количественно прогнозировать 
модель структуры ВАР – определить значения длины 
АС для каждой АБ, что дает возможность провести 
более глубокое исследование и осуществить числен-
ное моделирование гемодинамики внутри ВАР.

Использование GAT дает несколько преиму-
ществ по сравнению с традиционными методами мо-
делирования. Во-первых, графовые сети учитывают 

топологию ВАР, что имеет решающее значение для 
моделирования сложных бифуркационных структур 
[35]. Во-вторых, применение механизмов GAT по-
зволяет более точно учитывать важность связей АС 
(ребер) и АБ (узлов) в графе, так как GAT вычисля-
ет обучаемые коэффициенты внимания для каждого 
АС, которые определяют, насколько важена сосед-
няя АБ для текущей, тем самым улучшая качество 
прогнозирования [28].

Несмотря на эти многообещающие результаты, 
исследование имеет ряд ограничений. Во-первых, 
точность прогнозов зависит от качества исходных 
данных и параметров модели. Во-вторых, исполь-
зование нейронных сетей требует значительных вы-
числительных ресурсов, что может ограничить их 
применение в клинической практике. Дальнейшие 
усовершенствования будут сосредоточены на ис-
пользовании более точных данных и оптимизации 
алгоритмов обучения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, были разработаны модели для 

численного моделирования диаметров и длин сег-
ментов АБ – структурных единиц ВАР. Первый 
модуль, состоящий из двух уравнений регрессии, 
позволяет рассчитывать значения диаметров двух 
дочерних (дистальных) АС исходя из величины ди-
аметра материнского (проксимального) АС. Второй 
модуль – графовая нейронная сеть внимания – по-
зволяет рассчитывать значения длин двух дочерних 
(дистальных) АС исходя из величины длины мате-
ринского (проксимального) АС для определения 
длин сегментов АБ ВАР. Использование графовой 
сети внимания позволило достичь высокой точности 
прогнозирования, открыв новые возможности для 
клинических приложений, включая предоперацион-
ное моделирование и оценку адекватности почечно-
го кровоснабжения.

Разработанная двух модульная модель может 
служить основой для создания методов численного 
прогнозирования объема и площади участка почки, 
который кровоснабжается данной артерией. Это по-
может в планировании и проведении хирургических 
вмешательств, а также оценке их результатов. Даль-
нейшие усовершенствования будут направлены на 
использование более точных данных и оптимизацию 
алгоритмов обучения.
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